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This year’s Laureates showed that Landau’s classification of the 
phases of matter was incomplete - there are additional so-

called "topological phases" with characteristic values for 
different topological invariants. With the aid of topology they 

also showed how one can explain observed transitions between 
different phases of matter that should not be possible 

according to earlier theory.

• Ancora sulla topologia
• Dove ricerchiamo fasi topologiche (nella fisica della materia)

(effetto Hall Q., isolanti T., …)
• Perché?

Fonti: Haldane Nobel Lecture, Kane & Moore, Phys. World 2011
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Ancora sulla Topologia
Proprietà intrinseche delle figure quando operiamo
trasformazioni che non prevedano sovrapposizioni, tagli o
cuciture…

Oggetti con proprietà topologiche ben definite -
Numero di maniglie (o buchi)…

Haldane: «Topological Quantum Matter» Le funzioni di risposta
del sistema quantistico sono date da invarianti topologici
(interi)
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L’effetto Hall, lastra di conduttore 
sottoposta ad un campo magnetico B

Densità di corrente

Conduttività Hall

Nell’EH «classico» la conduttività risulta 
una funzione di 1/B.

Esiste invece un regime quantistico dove 
si osserva un comportamento «esotico» 
a gradini…

 𝑗~𝜎𝐻𝐸

Fonte: Wikipedia

Dove cerchiamo fasi topologiche nella materia?
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 𝑗~𝜎𝐻𝐸

Fonte: Wikipedia

𝜎𝐻 = 𝜈𝑒2/ℎ

𝐸𝑛 = ℏ𝜔𝑐 𝑛 +
1

2
𝜔𝑐 = 𝑒𝐵/𝑚𝑐 ℏ𝜔𝑐 ≫ 𝑘𝑇

Campioni sottili quasi 2D

1

3

Effetto Hall Quantistico (intero)
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Fonte: Haldane Nobel Lecture, 

Livelli di Landau

C’è un gap energetico tra i livelli; come mai la conduttività è 
diversa da zero sui plateau?
Esistono stati che «viaggiano» sui bordi per effetto della estensione 
finita.

Von Klitzing, Nobel 1985
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Cosa accade se si «vede» il cristallo in cui si muovono gli elettroni ?
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Cosa accade se si «vede» il cristallo in cui si muovono gli elettroni ?

Flusso di campo / 
flusso fondamentale

Farfalla di 
Hofstader

(Thouless et al.1982)
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𝜓𝑘(  𝑥)~ exp(𝑖  𝑥 ∙ 𝑘)𝑢𝑘(  𝑥) Funzioni d’onda di 
Bloch in un cristallo

Il numero d’onda (kx,ky) in un cristallo è definito in una 
regione finita BZ con estensione
La forma precisa dipende dal reticolo cristallino reale. 

~1/𝑎

a

I lati del quadrato si fanno 
corrispondere > Toro



Una digressione (pittorica) sul grafene
(Geim & Novoselov, Nobel 2010)

In generale:
5 reticoli di Bravais in 2D
14 reticoli possibili in 3D

… e tutte le decorazioni possibili
della cella unitaria
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Dalla topologia in spazio reale (vortici) alla topologia codificata negli
stati quantistici (funzioni d’onda).

I materiali topologici e non si classificano sulla base delle simmetrie
presenti nello spazio k (BZ).

Thouless e poi Simon spiegano teoricamente con la topologia
l’esperimento del EHQ (vortici in uno spazio astratto). Con una serie
di passaggi noti come formula di Kubo capiscono che σH la stessa ha
la forma che si riscontra in un importante teorema (Gauss-Bonnet)
in geometria…

Somma su bande occupate
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Gauss-Bonnet: L’integrale di una proprietà geometrica locale nota
come curvatura vale 4 π (1 - # maniglie) per una superficie chiusa.

Ad es. in un toro ci devono essere punti in cui la curvatura è 
negativa (una maniglia, integrale 0)

Fonte: Haldane Nobel Lecture, 

Un giro (chiuso) nello spazio k 
comporta una fase 
(geometrica) nella funzione 
d’onda > Berry (1983)
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Fase di Berry: Espressa come integrale di un «potenziale vettore»
A(k) per il «campo magnetico» F(k) in spazio k

La fase è definita a multipli di 2π e nella formula della conduttività
l’integrale risulta un multiplo di 2π > Numero di Chern C

E la somma totale dei numeri di avvolgimento dei vortici che
appaiono e scompaiono quando un campo magnetico viene
applicato intorno alla ciambella rimane sempre lo stesso. Non
risente di cambiamenti microscopici «regolari» nel sistema >
Stabilità rispetto a difetti…

𝜎𝐻 = 𝐶𝑒2/ℎ



Nel 1988, Haldane ha dato un contributo importante a
completare questo modello, teorizzando che i fluidi topologici si
possono formare nei semiconduttori anche in assenza di campo
magnetico. Rottura di simmetria temporale (come se fossero
campi magnetici locali che influenzano la fase degli elettroni nei
salti da un atomo all’altro in reticoli tipo grafene – B=0 in media).

Prodromo di

Isolanti (con gap) Topologici
Fonte: Haldane Nobel Lecture, 



Ma Kane e collaboratori (2005) si resero conto che alcuni isolanti
realizzati con elementi pesanti in avrebbero potuto fornire i propri
campi magnetici attraverso le interazioni interne tra elettroni e
nuclei atomici – accoppiamento spin-orbita.

Entra in gioco lo spin reale dell’elettrone, e per due copie up-down
del modello di Haldane con certe simmetrie si realizzano stati di
bordo con numeri di topologici ben definiti, che si traduce in una
precisa correlazione tra il verso di propagazione e lo spin.

Fonte: Kane & Moore

Fasi 
Spin-Hall 

Spin-tronica

C=0 con B=0
Qua i numeri T. 
binari contano 
quanti stati ci 
sono nel gap. 
Dispari per 
materiali T.



Questo dava agli elettroni sulla superficie del materiale (a contatto
con un isolante ordinario) stati robusti e «topologicamente
protetti».

2007: König et al., semiconduttori Quantum Spin Hall HgCdTe

Qua gli indici topologici
binari sono 4 per 16
possibili tipologie di
Isolanti T. 3D

Fonte: M. Gaboardi



2008: Hasan, prima generazione (lega Bi-Sb) di isolanti topologici
3D vista con fotoemissione da superfici (ARPES)

E’ come avere un conduttore

2D sulla superficie con precisa

correlazione tra spin e direzione

Seconda generazione, a

temperatura ambiente

Bi2Se3, Bi2Te3, Sb2Te3

Fonte: Manoharan, 2010; Kane&Moore 2011



Perché?

More is different, (1972, Nobel 1977)

Conoscenza sempre più approfondita della materia in quanto 
aggregato…
Una variante topologica da scoprire per i vari stati stati ordinari 
della materia che conosciamo… 
Bernevig et al. 2017, An Atlas of Topological Quantum Chemistry

Poi ci sono oggi apparati sperimentali che hanno una versatilità 
così alta (atomi freddi) da poter pensare di mettere alla prova 
diversi modelli teorici.
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Computazione Quantistica: Realizzazione di registri, memorie e
porte logiche quantistiche in cui si possano rappresentare
simultaneamente gli stati 0 e 1 del (qu)bit in una sovrapposizione
lineare protetta dalla decoerenza.

Programma di Microsoft, e altri, per CQ Topologica:

Codificare ed elaborare informazione quantistica in stati
topologicamente protetti, usando materia quantistica in
condizioni «esotiche», come ad esempio nell’effetto Hall Q.
frazionario (funzioni d’onda di Laughlin, Nobel 1998) o nella
superficie di separazione tra un isolante topologico ed un
superconduttore

c.d. Fermioni di Majorana
«mezzo» fermione uguale alla

sua antiparicella
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Gruppo delle Trecce e Computazione Quantistica (Universale)

Ci sono operazioni elementari [σi] tra coppie di qubit; la natura
topologica si riflette in un «ricordo» della trasformazione subita
per arrivare ad una data configurazione.

Fonte: E. Dalvit, Matematita
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Exotic expresses our wonder… 
What we consider exotic now might not be so 

exotic in the future…
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